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Nicolas Perrin 
Introduction 

Dans cet article, nous répondons à une question de Dimitri Markushevich concernant l'ir- 
réductibilité du schéma des courbes elliptiques sur la variété spinorielle de dimension 10. 

Soit G le groupe 50(10) et P le parabolique maximal associé à la racine simple «5 avec les 
notation de |Boj . La variété homogène G/P correspond à la grassmannienne des sous-espaces 
totalement isotropes maximaux (ici de dimension 5) de type 1 dans un espace vectoriel de 
dimension 10 muni d'une forme quadratique non dégénérée. Elle est lisse de dimension 10, nous 
la noterons X. Nous montrons le résultat suivant : 

THÉORÈME 0.1. — Soit C une courbe elliptique lisse et soit a S A\(X) une classe de 1-cycles 
sur X de degré d. Si d > A, alors le schéma Hom a (C, X) des morphismes de C vers X de classe 
a est irréductible de dimension 8d. 

Pour montrer ce résultat, nous utilisons la résolution de Bott-Samelson ir : X\y m — ► X associée 
à un drapeau complet W, (cf. paragraphe ^) . Contrairement au cas des courbes rationnelles 
que nous avons traité dans |Plj ou |P2j . nous avons besoin d'imposer des conditions (*) (cf. 
paragraphe I2.1JI sur les classes 5 € A\{X) telles que 7r*(5) = a pour obtenir l'irréductibilité 
du schéma Horri5(C, X\y m ). Nous montrons (propositions B~TI et 14. 4J) que pour (essentiellement) 
tout morphisme / G Hom Q (C,X), il existe un drapeau complet W, tel que / se relève dans 
X\y. en un morphisme / satisfaisant les conditions (*). On conclue alors à l'irréductibilité en 
faisant varier W,. 

Remarque 0.2. - (1) Pour les morphismes de degré 2 et 3 on montre facilement que les 
variétés sont irréductibles de dimensions respectives 19 et 25. 

(11) La technique présentée ici doit pouvoir se généraliser aux variétés homogènes minuscules. 
C'est ce que nous faisons dans )P3^ pour les groupes classiques. 

1 Résolution de Bott-Samelson 

Nous reprendrons la plupart des notations de |P2j . Soit W le groupe de Weyl de G et Wp le 
sous-groupe de W stabilisant P. On note wq l'élément de longueur maximal dans W et Wq sa 
classe dans W/Wp. On a une écriture réduite de Wq et même de wq : 

W = S4 S 3 S 2 S 5 SX S 3 S 2 S4 S 3 S 5 (*) 

où Si est la classe dans W/Wp de la symétrie par rapport à la racine simple (toujours avec 
les notations de [Bo ). 



Une fois cette décomposition fixée, à tout drapeau complet W m , on peut associer (cf. |Dej ) 
une variété de Bott-Samelson Xw, ■ Cette variété peut être décrite comme une suite de fibrations 

Xw. = Xio ^ ■ ■ ■ X 1 ^ X ~ Spec(À;). 

où les fi sont des fibrations en droite projectives. Chacune de ces fibrations fi est munie d'une 
section Oi et on note £j le diviseur de Xi donné par ai(Xi-{). Par abus de notations, nous 
noterons encore £j l'image réciproque de ce diviseur dans X\y t . Nous noterons TJ le fibre tangent 
relatif de la fibration fi et pi le morphisme de X\y t vers Xj. 

2 Fibrations 

2.1 Irréductibilité 

Nous montrons une proposition qui permet de remonter l'irréductibilité du schéma des mor- 
phismes à travers les fibrations en droites projectives. Cependant, contrairement au cas des 
courbes rationnelles (cf. |Plj prop. 4), la seule condition d'avoir un degré relatif positif ne suffit 
plus. Soit C une courbe elliptique lisse. 

PROPOSITION 2.1. - Soit (p : X — » Y une fibration en droites projectives munie d'une 
section a et soit â € A\(X) une classe de 1-cycles. Notons T le fibré tangent relatif et £ le 
diviseur donné par la section. Supposons que 5 vérifie â ■ £ > et â ■ (T — £) > 0. 
Si Hom^^fC, 7) est irréductible, alors Hom^C, X) l'est et 

dim(Hom 5 (C, X)) = dim(Hom^ s (C, Y)) + 5 • T. 

Preuve. Notons E un fibré vectoriel de rang 2 sur Y tel que X = ¥y(E). La section a est 
donnée par une surjection E — > L où L est inversible. Notons N le fibré inversible noyau de cette 
surjection. 

Nous étudions la fibre du morphisme Hom^C, X) — > Hom Vt 5(C,y) au dessus de la flèche 
/ : C —* Y, Un élément de la fibre est donné par un relèvement de /, c'est à dire par une 
surjection f*E -*MoùM est inversible sur C avec 2deg(M) — deg(f*E) = â ■ T. Un élément 
de la fibre est donc donné par un fibré inversible M de degré d = deg ^ ^ +a ' T e t p ar un élément 
surjectif de PHom(/*-E, M). Ona5-£ = deg(M) - deg(/*iV) et 5-(T-£) = deg(M) - deg(/*L) 
et on doit distinguer deux cas. 

Si 5 • £ > alors Hom(/* J E, M) est la somme directe de Hom(/*iV, M) et de Hom(/*L, M) 
et est de dimension contante (par rapport à /) égale à 5 ■ T et le choix de M est libre. La fibre 
est donnée par le choix de M puis d'une surjection f*E — ► M c'est-à-dire par un ouvert (donné 
par la condition de surjectivité) non vide de PHom(/*i?, M) x Pic^(C). On a donc une fibration 
lisse de dimension 5 • T au-dessus de Hom^g^C, Y) d'où le résultat. 

Si 5-Ç = alors siM^ f*N on a Hom(/*A/", M) = donc toute flèche f*E — > M se factorise 
par f*L et on ne peut avoir de flèche surjective car deg(M) — deg(/*L) = â ■ (T — £) > 0. Pour 
tout élément de la fibre, on doit donc avoir un isomorphisme M ~ f*N. Mais alors comme 
deg(M) - deg(/*L) = 5 • (T - £) > 0, on a £ = M © /*L et Hom(/*E, M) est la somme directe 
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de Hom(/*iV, M) et de Hom(/*L, M) et est de dimension contante (par rapport à /) égale à 
5 ■ T + 1. La fibre est donnée par un ouvert non vide de PHom(/*i?, M) . On a donc une fibration 
lisse de dimension 5 • T au-dessus de Hom ï , t g(C l , Y). □ 

Remarque 2.2. - On sait calculer les Tj en fonction des £j (c/. JP^j prop. 2.11) : 

i 

k=l 

où les "fi sont des racines positives définies à partir de la décomposition réduite (*) (cf.' L P2l). 
On peut ici calculer tous les (7^ >7i) e t on a e résultat est symétrique en k et i car R = R y ) : 
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On peut lire l'écriture de Ti sur la i ieme colonne. En particulier, on voit que si une classe 
5 est strictement positive par rapport à £1, Ç2 et £3 et positive par rapport à tous les Çj, alors 
elle est strictement positive par rapport à tous les fibrés T{ — £j. Notons Af(X) l'ensemble des 
classes 5 qui sont strictement positives par rapport à £1, Ç2 et £3 et positives par rapport à tous 
les 

2.2 Calcul de la dimension 

La proposition précédente nous permet donc de montrer que pour tout a G Af(X), le schéma 
Hom a (C, X) est irréductible de dimension 
10 

5 • Y, T i = 5 • (86 + U2 + 6Ç3 + 6Ç4 + 5Ç 5 + 5Ç 6 + 4& + 4& + 3£ 9 + 2£io). 
i=i 

Le générateur ample du groupe de Picard de X se relève dans X en un diviseur £ qui s'écrit 

10 

%=i 

Ainsi si 5 est une classe de Af(X) telle que deg(7r*(5)) = 5-Ç = (i, alors le schéma Hom^C, X) 
est irréductible de dimension : 

8d — 5 ■ 6 — 25 • Ç3 — 25 • Ç4 — 35 • Ç5 — 35 • £g — 45 • Ç7 — 45 • — 55 • Ç9 — 65 • £io- 

En particulier la dimension est maximale exactement lorsque 5-^ = pour i différent de 1, 2 
et 3 et 5 • = 1 pour i G {1; 2; 3}. La dimension est alors 8d — 3. 
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3 Description de Xw, 

3.1 Configurations 

Nous décrivons ici la résolution de Bott-Samelson sous la forme d'une variété de configuration. 
Ceci a été réalisé par P. Magyar |Maj . Nous avons ici 



x w . = {(Vi,V 2 , vi,v z ,%v£' , V 5 ,Vi) I (**)} 

où l'indice i pour i E {1; 2; 3} indique qu'on a un sous-espace totalement isotrope de dimension 
i et où l'indice 4 respectivement 5 indique qu'on a un sous-espace totalement isotrope maximal 
de type 2 ou 1 respectivement. Les conditions (**) sont données par les 10 conditions : 

Vi D W 3 , W 2 C v 3 c w 5 n V 4 , W 1 cV 2 C V 3 , V 3 C V 5 , V x C v 2 , 

v 2 c vl c v 5 n T4, vi c y 2 ' c % v 3 ' c f 4 ', f 2 ' c y 3 " c y 5 n y 4 ', y 3 " c % 

On peut en fait "visualiser" cette configuration sous la forme d'un carquois (voir |P3j pour 
plus de détails) où une flèche signifie qu'on a une inclusion dans le seul sens possible. On ne fait 
pas apparaître les points du drapeau de départ W,. Ainsi dans le cas présent le carquois est 




Cette écriture sous forme de carquois n'apparaît pas explicitement dans MaJ. Les liens entre 
décomposition réduite et carquois plongé dans le complexe de Coxeter sont mis en évidence par 
S. Zelikson |Zej ou dans le modèle des galeries combinatoires de CE. Contou-Carrère |CC| . voir 
aussi S. Gaussent |Oa| . 

Les fibrations fi sont données par les morphismes d'oubli en remontant les flèches du car- 
quois : on oublie V5 puis V% et ainsi de suite. Les sections sont alors données par les égalités 



Ci : V 4 = W 4 , 


&:V 3 = W 3 , 


&:V 2 = W 2 , 


ù-v 5 = w 5 , 


& : Vi = W u 


Ç 6 : Vi = V 3 , 


ç 7 : n = v 2 , 


es : K = V4, 


^9 : ^3" = Vi, 


Ç10 : Vi = V 5 . 
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Le morphisme de X\y m vers X est donné par la dernière projection c'est-à-dire par l'espace 
V5. Si on a un point V G X en position générale par rapport au drapeau W», alors on peut 
retrouver les espaces de la configuration précédente grâce aux formules : 



v£ = v 


V x = v n w 5 


V 2 = V 1 + Wi 


V 3 = Vi + w 2 


V 4 D Vx + W 3 


v^ = vn v 4 


v-i = V{ + v 2 


V 5 D V 2 ' + V 3 


v 3 " = vnv 5 


V^DVi + Vi' 



en remarquant que lorsqu'on a un sous-espace totalement isotrope maximal de type fixé, il est 
déterminé par un sous-espace totalement isotrope de dimension 4 qu'il contient. 

En particulier, si un morphisme / : C — > X rencontre l'ouvert des points en position générale 
par rapport à W», on peut définir sur un ouvert de C et donc par prolongement sur C tout entière 
une section f de f dans Xw, donnée par les formules du tableau précédent. 

3.2 Images par ir 

Il est facile de décrire l'image des diviseurs & dans X. On a 

7r(£i) = {V G X I dim(F n W 4 ) > 1} vr(£ 2 ) = {V e X / dim(V n w 3 ) > 1} 



7r(£ 3 ) = {V G X I dim(V n W 2 ) > 1} tt(£ 4 ) = {V G X / dim(V n W 5 ) > 3} 

f dimfV n W 2 ) > 1 ] 

tt = {^1/ dim y n Wi > 1} vr(Ç 6 ) = RI 2 - 

[ drm(V n W 5 ) > 3 J 

/ x f , dim (^ n Wl) > 1 1 , s r , , s 

tt£ 7 = F ex/ 1 - Trfe ={^e^/ dim^nWs >2} 

[ dim(V n W5) > 3 J 

tt(&) = { y G X / n M Tr(ao) = {V G X / dim(V n W a ) > 2}. 

4 Etude d'un ouvert de X 

Fixons un sous-espace totalement isotrope W5 de dimension 5 et de type 1. Si Stab(Ws) est 
le stabilisateur de W5 dans G, les orbites de ce stabilisateur sont données par 

{V G G/P j dim(V n W 5 ) = 1}, {V G G/P / dim(V n W 5 ) = 3} et {W 5 }. 

La première orbite est dense la seconde de codimension 3 et la dernère de codimension 10. Notons 
U la première orbite qui est un ouvert dense de X et i l'inclusion. Le fait que X \ U est de 
codimension 3 et la proposition 2 de |Plj (qui s'adapte au cas d'une courbe quelconque) montre 
que pour étudier l'irréductibilité de Hom Q (C,X), il suffit d'étudier celle de Homj» Q (C, U). 
Sur l'ouvert U on a un morphisme naturel 



p Wb : U ^ P(Wj 



v 1 — ^[vnw 5 ]. 
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La proposition 5 de |Plj décrit ce morphisme comme un fibre vectoriel au dessus de P(H / 5 / ) et 
la description donnée dans cette proposition permet d'identifier ce fibré qui est A 2 T F ( H /V)(— 1). 
Nous montrons maintenant la 

PROPOSITION 4.1. - Soit f : C — > U un morphisme, si pw 5 ° f(C)red l'image réduite de 
C par la composée pw 5 ° / n'est pas contenue dans un plan, alors on peut compléter W$ en un 
drapeau complet W, tel que f se relève en f dans Xw. avec /(C) • £j > pour tout i et 

f(C) • 6 > 0, /(C) • 6 > et /(C) • Ç 3 > 0. 

Preuve. Soit x\ G C tel que pw 5 (%i) est un point lisse de pw 5 (C) r ed- Comme cette courbe 
n'est pas plane (et a fortiori pas contenue dans une droite), il existe un point X2 G C tel que 
Pw 5 (x2) est un point lisse et n'est pas contenu dans la tangente 0i à Pw 5 (C) re d en pw 5 (%i)- Par 
ailleurs, on peut quitte à changer x\ choisir X2 tel que la tangente O2 à pw 5 (C) re d en pw 5 (%2) 
ne passe pas par pw 5 (xi)- Comme la courbe Pw 5 (C) r ed n'est pas plane, il existe un point X3 G C 
tel que pw 5 {xz) n'est contenu dans aucun des deux plans 111 et II2 respectivement engendrés par 
la droite @i et le point Pw 5 (x3-i) pour i G {1; 2}. De même, il existe un point X4 G C tel que 
Pw 5 (x4:) n'est pas contenu dans le plan II engendré par pw 5 (xi), Pw 5 (x2) et pw 5 {%3) n i dans les 
plans ITi et II2. 

L'intersection du plan II et des plans IL et LT2 est la droite (pw 5 (%i) , Pw 5 (x2)) qui rencontre 
les droites 0j aux points pw s (xi) pour i G {1; 2}. Ainsi le plan II ne contient pas Gj pour i G {1; 2} 
et nous pouvons choisir un sous-espace vectoriel U4 de dimension 4 de W5 contenant pw/ 5 (xi), 
Pw 5 (x2) et ^^5(^3) mais ne contenant pas ^1^5(^4) n i ©i pour i G {1;2}. Nous choisissons 
ensuite un sous-espace vectoriel W3 de dimension 3 de U4 contenant pw 5 (xi) et PWb{ x 2) mais ne 
contenant pas pw^{xz)-, un sous-espace vectoriel W2 de dimension 2 de W3 contenant pw 5 (%i) 
mais ne contenant pas ^1^5(^2) et enfin un sous-espace vectoriel W\ de dimension 1 de W2 
ne contenant pas PWs( x l)- Pour compléter le drapeau, nous prenons pour W4 le sous-espace 
totalement isotrope de dimension 5 de type 2 contenant U4. Nous obtenons ainsi un drapeau 
W,. Il nous suffit pour terminer de monter le 

LEMME 4.2. - Le morphisme f : C — > X se relève en f dans Xy? % avec /(C) • £j > pour 
tout i et 

f(C) ■ a > 0, /(C) • 6 > et /(C) • Ç 3 > 0. 

Preuve. Pour montrer que / se relève en / dans X\y. avec /(C) > pour tout i, il suffit 
de montrer qu'un point de f(C) est en position générale par rapport au drapeau W». C'est le 
cas du point /(x^). En effet, on sait que l'intersection de /(X4) avec W5 est PWs^) donc f{x^) 
ne peut rencontrer W±, W2, W3 ni U4. Par ailleurs, si f(x£) rencontrait W4, cette intersection 
serait de dimension au moins 2 et rencontrerait donc C/4, c'est impossible. 

Il reste à montrer que f(C) rencontre £j en /(x4_j) pour i G {1; 2; 3}. Le même raisonnement 
que ci-dessus implique que /(X3) ne rencontre pas Wi, W2 ni W3 mais rencontre W§ en dimension 
1 exactement et rencontre également W4. Ainsi f(x%) est contenu dans vr(Çi) mais dans aucun 
des 7r(£j) pour i > 1. Le point /(X3) est donc contenu dans £1. 
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De la même manière, on voit que f(x%) ne rencontre pas W\ ni W2 mais rencontre W3 en 
dimension 1 exactement. Ainsi f(x 2 ) est contenu dans vr(Çi) et nfa) mais dans aucun des 7r(£,) 
pour i > 2. Par ailleurs on a une application C/4 définie sur un ouvert de C par 

Û±(x) = pw 5 {x) + W 3 

qui se prolonge sur C tout entière. L'image de x 2 est donnée par U^ix^) = 6)2 + W3 7^ t/4. Ainsi 
l'espace V^a^) qui permet de définir f(x 2 ) est différent de W4 et f(x 2 ) Çi. Le point f(x 2 ) est 
donc contenu dans £2- 

Enfin, on voit que f{x\) ne rencontre pas W\ mais rencontre W 2 en dimension 1 exactement. 
Ainsi f(x\) est contenu dans vr(Çi) 71(^2) et tt(^ 3 ) mais dans aucun des 7r(Çj) pour i > 3. Par 
ailleurs on a deux applications V3 et I/4 définies sur un ouvert de C par 

V 3 (x) = Pw 5 (x) + W 2 et Ù 4 (x) = p W5 (x) + W 3 

qui se prolongent sur C tout entière. Les images de x\ sont données par ^(^3) = 0i + W2 7^ W3 
et U^xi) = ©i + W3 7^ C/4. Ainsi on a /(xi) Çi et /(xi) £2- Le point f{x\) est donc contenu 
dans £3. □ 

Remarque 4.3. - La construction précédente montre que pour un morphisme f : C — > U 
donné tel que pw 5 f(C)red n'est pas contenue dans un plan, les drapeaux qui complètent W5 
en un drapeau complet vérifiant les conditions de la proposition \4-l\ forment une variété de 
dimension 7 : choix des points Xi pour i € {1;2;3} (dimension 3) puis choix des sous-espaces 
Wi pour i € {1; 2; 3; 4} (dimension 1 pour chaque Wi). 

Nous montrons maintenant que les morphismes qui ne satisfont pas les conditions de la 
proposition 14.11 ne peuvent former une composante irréductible du schéma des morphismes. 
Rappelons que le morphisme pw 5 '■ U — ► PfW^) est le morphisme de projection du fibré vectoriel 
a - 2î p(vk 5 v )(- 1 )- 

PROPOSITION 4.4. - Soit a £ A\(X) une classe de degré d > 2. Le fermé du schéma des 
morphismes Homj* Q (C, U) formé des flèches f telles que la courbe pw 5 f(C) re d es t contenue 
dans un plan est de dimension au plus 6d + 7. 

Lorsque d > 4, ce fermé ne peut former une composante irréductible de Homj* Q ,(C, U). 

Preuve. Nous considérons le morphisme Homj* a (C, U) — > Hom P)1 , 5 i* a (C, P(M / 5 V )) induit 
par pw 5 - Pour définir pw 5 * nous considérons les classes de 1-cycles comme des éléments du 
dual du groupe de Picard et utilisons la transposée de pw*- L'image du fermé considéré dans 
Hom Pll , r i* a (C, P(W 5 V )) est irréductible de dimension 3d + 6 et contient le fermé des courbes 
dont le support réduit est une droite qui est irréductible de dimension 2d + 6. 

La fibre du morphisme Homjt Q (C, [/) — > Hom Pff5 i* a (C, F(W^)) au dessus de / : C — > 
P(M / 5 V ) est donnée par H° (f* A 2 Tp( W v^(— 1)). Pour un morphisme dont l'image est contenue 
dans un plan, on a 

rT F{w v ) (-l) = 2 c ®E 
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où E est un fibre de rand 2 et de degré d sur C engendré par ses sections (car T[p>(jyv)(— 1) l'est). 
De plus Eaun facteur trivial si et seulement si l'image de / est contenue dans une droite. Ainsi 
on a 

fK 2 T nw ^{-\) = Oc@0 2 c ®E® A 2 E. 

Si E n'a pas de facteur trivial c'est-à-dire lorsque l'image de / n'est pas contenue dans une 
droite, alors la dimension du groupe H° (f* A 2 T v ^ w v^(— 1)) est 3d+ 1. Si E a un facteur trivial 
(nécessairement unique) c'est-à-dire lorsque l'image de / est contenue dans une droite, alors la 
dimension du groupe H°(f*A 2 Tp^ w v^(— 1)) est 3d + 3. Ainsi le fermé recherché a une dimension 
au plus égale à max(6cf + 7; 5d + 9) = 6d + 7 pour d > 2. 

Enfin la dimension d'une composante irréductible de Horrij* a (C, U) est au moins 8d qui est 
strictement supérieur à 6d + 7 dès que d > 4 ce qui prouve la dernière assertion. □ 

5 Irréductibilité 

5.1 L'incidence 

Soit B un sous-groupe de Borel de G, la variété des drapeaux complets est G/B. Les drapeaux 
complétant W$ en un drapeau complet forment la variété Stab( W§)/B qui est de dimension 10. 
Nous avons vu qu'à chaque drapeau complet W, correspond une résolution de Bott-Samelson 
X\y, — » X. Considérons l'incidence suivante : 

I Ho m! . a (C, U) 

9 

Stab(W 5 )/£ 

où 7 est formée des couples (W,, f) G Stab(W5)/5 x Homj* a (C, U) vérifiant les conclusions de 
la proposition 14.11 Nous avons vu à la proposition 14.41 que la flèche p : I — > Homi* a (C, U) est 
dominante dès que d > 4. Rappelons que nous avons vu à la remarque 14.31 que la fibre de p est 
de dimension 7. 

5.2 La fibre de q 

Fixons W, un drapeau complet. La fibre de q au dessus de W, est formé des morphismes 
/ G Homj* Q (C, U) qui se relèvent en / dans Xw. et tels que f(C) rencontre £i, £2 et Ç3. On a 
donc une flèche surjective 

]J Hom^C^J^g- 1 ^.). 

Nous pouvons faire cette construction en famille au dessus de StabÇWs) / B . 

Pour tout élément 5 G Af(X) tel que la dimension de Hom^C, Xyy.) est strictement 
inférieure à 8d — 3 (c'est-à-dire , d'après le paragraphe 12.21 lorsque 5 ne vérifie pas a ■ £j = 
pour i différent de 1, 2 et 3 et 5 • Çj = 1 pour i G {1;2;3}) la famille de morphismes 
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Hom^C, X\y,) lorsque W, varie est de dimension strictement inférieure à 8d + 7 et son im- 
age dans Homj» Q (C, U) est strictement inférieure à 8<i. Elle ne peut former une composante 
irréductible de Homj* a (C, U). 

Ainsi si 5o est l'élément de Af(X) tel que 7r*(5) = a et 5 ■ ^ = pour i différent de 1, 2 
et 3 et â ■ & = 1 pour i S {1; 2; 3}, la famille de morphismes Hom5 (C, Xyy.) lorsque W, varie 
s'envoie de manière dominante sur Homj. a (C, U). Comme cette famille est irréductible grâce à 
la proposition 12.11 on a l'irréductibilité de Hom 1 » a (C, U) puis grâce à la proposition 2 de |Plj : 

THÉORÈME 5.1. - Pour a G Ai(X) tel que d = deg(a) > 4, le schéma Hom (C,l) est 

irréductible de dimension 8d. 
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